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� � 摘 � 要: � 本文提出了广义惠更斯原理, 该原理指出对于导体外的静电位和导体上的静电荷其分布均具有圆或球

的倾向.
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Abstract: � This paper presents the generalized Huygens s principle, which indicates that the electric potential away form and

electric charges on the conducts all have the tendency to be a circle or sphere.
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1 � 引言

� � 现在我们所研究的电磁理论,是由 Maxwell于 1864

~ 1865年期间实现大综合.主要时间表如下:

 !D= � 其中D= �E(库仑, 1785)

 !B= 0 其中 B=  H(米切尔, 1750)

 ∀ H= J+
!D
! t 其中 J= �v(安培 1825+ Maxwell)

 ∀ E= -
!B
! t

(法拉第, 1831)

由于Maxwell运用数学准确地反映了电和磁的相互转

化,天才地引入了位移电流

JD=
!D
! t ( 1)

并创造性地导出了电磁波的波动方程 # # # 它的速度应
该是光速 c

c=
1

� 
( 2)

所有这些都使Maxwell 电磁理论获得了极大的成功.人

们惊呼由于Maxwell的大综合实现了∃ 光与电磁的大统

一% .从现在来看,光仅仅是频率更高的电磁波,这一划

分的出现当然与人眼的接受频带密切相关.

一种理论的成功往往会掩盖很多东西.冷静地分析

很容

易发现:Maxwell大综合所实现的应该是∃ 两个统一% ,除

了光与电磁波的统一而外,还有动场与静场的统一.

我们清楚注意到静场不仅仅是动场的极限,而且还

是区分∃波%与∃非波%的临界点.在静场域内, 电和磁是

完全独立的,因此不存在电磁波.在众多注意力集中于

∃光和电磁统一%的情况下,有意无意地忽略了第二个统

一,即∃动场与静场之统一%.电磁理论中不少著名定理

并不适合静场.

1�1 � Poynting定理

Poynting定理是著名的能量守恒原理, 它反映进入

体积 V内的电磁能流 S= E ∀ H 等于体积内储能的变

化率和电磁损耗.

�
S

(E∀H)!n
^
d s=- �

V

J!Edv-
!
! t�

V

(
1
2
�E2+

1
2
 H2) dv

( 3)

其中 S= E ∀ H 表示电磁能流密度.显然, 它不适用于

静场.细心的学者还发现了两个独立的静场 E 和H ,在
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空间可以构成 E ∀ H,而并未发现静场的能流.

1�2 � Foster定理

Foster定理是电磁理论中又一个著名定理.它也是

对于电磁能量的深入研究. 一个单端口无耗系统中,参

考面的(某一模式)电抗 X(或电纳 B)斜率与能量相关,

因此是恒正的.我们又可称为 Foster电抗定理.

dX

d!
=

2( wm+ w e)

1
2

| I | 2
> 0,

dB

d !
=

2( wm+ we )

1
2

| V| 2
> 0

( 4)

十分明显,对于 != 0的静

场,讨论 Foster定理也是没有意义的.

2 � Huygens s Principle

� � 惠更斯原理是一个比较特殊的电磁原理 # # # 它深
刻揭示了波的形成和波的本质.惠更斯指出: ∃在一已知
波前上的所有的点,都可以看作产生次级球面波的子波

源,它们仍以在该媒质中的波速向前传播, 其包络形成

新的波前% .

我们体会惠更斯原理有两个精彩的思想:

(1)子波思想 # # # 在波动的每一点,都有着一个独

立的源,它为进一步传播波创造条件.

(2)球面波思想 # # # 每一个子波都向外发出圆或球
波面.可以认为球面波是波的自由态( Free�state) .

中国老百姓有一句民谚: ∃ 一石激起千重浪%. 一块

石头投向小河,不论边界条件如何复杂,它总是首先出

现同心圆的层层波纹,直至遇上边界条件. 这也充分说

明圆或球是波的自由态.

现在的问题是: 当我们研究静场时, != 0,波不再

存在.在这种情况下,惠更斯原理如何考虑? 这正是广

义惠更斯原理提出的动因和要探讨的问题.

3 � 静电位广义惠更斯原理

� � 我们知道,在静场的条件下,电场 E 完全独立, 波

已不复存在.但是,位函数 ∀ 却是研究静电场的重要概

念,有 E= -  ∀ ( 5)

3�1 � 从正方形同轴线例子谈起

采用如图 8 所示的正方形同轴线作为例子,研究静

电位 ∀ 的分布问题.

计算电容 C 的变分泛函

C=
2W

U2 = �
 
S

(  ∀ ) 2d s

( &
l
 ∀!dl ) 2 ( 6)

其中, ∀ 表示静电位. 对于例子的实际问题,只要研究

其中 1/ 8 对称的基本直角梯形 AA�B�B 即可. 它所对应

的电容为 #Ci,而全部电容认为是并联,即

C= ∋
8

i= 1

#Ci ( 7)

本文设点位 ∀ ( x )的梯度

 ∀= f ( x ) a
^

x ( 8)

即可写出

#Ci=&
∃
4

0
d%

&
ka

cos%

a
cos%

f 2( x ) x dx

(&
ka

a
f ( x) dx ) 2

= �&
∃
4

0

d%
cos2%

!
&

ha

a
f 2( x ) x dx

(&
ka

a
f ( x ) dx )

2

( 9)

研究表明,变分泛函& ha
a f 2( x ) x dx / ( &ka

a f ( x ) dx ) 2取极

值时,对应

f ( x )=
1
x

( 10)

#Ci=
�tan(∃/ 4)

lnk
=

�
lnk

( 11)

于是正方形同轴线的电容采用变分法有

C=
8�
lnk

( 12)

图 9 画出 ∀C =
C
8�=

1
lnk
随参数 k 的变化曲线

和数值计算结果相比较, 这种变分理论随 k 的增

大精确性越来越差.究其根源,例子中电位分布 ∀ 的函

数是正方形分布,它既满足内导体边界条件, 又满足外

导体边界条件,似乎是最佳选择的试探函数. 也正是这
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一实际例子迫使我们深入讨论位函数的分布规律.

3�2 � 静电位 ∀ 分布的广义惠更斯原理

广义惠更斯原理: 在静电场中, 一旦离开导体边界

的电位分布,它总有构成圆(或球)的倾向.

众所周知,静电位在导体边界其等位线必须与边界

吻合.然而一离开边界,它就有圆(或球)的倾向.因为圆

(或球)才是真正电位分布的自由态.有时实在因边界所

限,它也尽可能在椭圆(或椭球)之间挣扎, 力争获得本

身的自由.

再回到正方形同轴线这个例子. 我们可以看到:当

k 比较大的时候,它可以分解为内方外圆 C1和内圆外

方 C2两个电容的串联.即有

1
C

=
1
C1

+
1
C2

( 13)

选择圆的最佳半径 R opt所获得的电容值与精确值十分

逼近.特别要指出:变分理论使 R opt十分易求.只要使最

后电容值 C最小的R必定是最佳的 Ropt.

计算内方外园和内园外方是采用我们提出的 S( %)理
论,可以获得解析的变分结果.对于内圆外方同轴线,根

据结构的几何对称性,只需求其 1/ 8,约束条件: b> R

S 1( %) = 1

S 2( %) = cos2%
( 14)

于是 r 的积分具体是&
b

cos%

R
r dr,电容 C 的变分闭式是

C = 8�
&

∃
4

0
Id%

[ ln(
b
R

) ] 2
( 15)

其中 I 为与同轴线结构有关的函数,其表达式为

I= ( 1+
h�2

h2 ) ln(
b
a

) + ( 1+
1
2

k�2

k2 -
h�2

h 2 ) ln(
S 2

S 1
)

+ ( h+
k�2

k 2 h- 2
k�h�
k

+
h�2

h 2 ) (
1

S 2

-
1

S 1

) ( 16)

其中

k( %) = S 1( %) S 2( %) !
S2( %) - S 1( %)

b S 1( %) - a S 2( %)

( 17)

h( %) =
bS 1( %) - aS 2( %)

b S 1( %) - a S 2( %)
( 18)

而 k�和h�分别为k 和h 关于%的微分.而对于内方外圆

结构同样采用对称性,并考虑约束条件 R> 2a

S 1( %) = cos
2%

S 2( %) = 1
( 19)

积分具体是&
R

a
cos%

rd r,其余与内圆外方几乎相同.在具体

算例中设 a/ b= 0�25,于是通过计算可以得到当 R在约

束范围之内变化时的归一化电容值,如下图所示

我们列出下表给出正方形同轴线电容 C 的共型理论计

算公式,中间加一最佳圆的计算公式和 FEM 数值计算

公式的比较.

表 1 � 三种方法计算正方形同轴线电容 C 比较( a / b= 0�25)

� � 当 k 进一步增大时,我们可以把问题分解为 C1, C2

和 C3三个部分,结果更好.具体处理方法如图 13 所示

下表给出正方形同轴线电容 C的共型理论解, 加
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一个最佳圆的计算结果,加两个最佳圆的计算结果以及

FEM 数值结果的计算比较

表 2 � 四种方法计算正方形同轴线电容 C比较( a / b= 0�1)

共型理论计算结
果

C= 8�0/ ln( b/ a )

中间加一最佳圆
的计算结果

( R opt= 0�4647/ b)

中间加两层最佳
圆计算结果:

Ropt1= 0�1814/ b

Ropt2= 0�6614/ b

FEM 数值方

法计算结果

C= 3�4744�0 C = 2�9012�0 C= 2�8732�0 C0= 2�8176�0

&C = 23�3106% &C= 2�9671% &C = 1�9733%

� � 由静电位的广义惠更斯原理可知, 电位 ∀ 要满足

边界条件实在是∃ 迫于无奈% .一旦离开边界,它必然暴

露出圆和球的自由本质.尽管这种情况下不存在波,但

是,这种自由态的倾向 是完全一致的.

4 � 静电荷广义惠更斯原理

� � 在静场中不存在波.除了静电位 ∀ 外,只有静电荷

Q.静电位 ∀ 有广义惠更斯原理与之对应.那么, 静电

荷 Q也有对应的原理吗? 答案是肯定的,即静电荷的

分布(在可能条件下)也有圆分布的倾向.

4�1 � 从导体圆盘和导体椭圆盘的电容谈起

为了说明问题,我们还是以导体圆盘和导体椭圆盘

作为例子.无限薄导体圆盘的电容是有精确公式的,其

电荷分布的边缘效应是平方根的倒数.于是

∋( r ) =
∋0

1- (
r

r0
) 2

( 20)

就是精确的圆盘电荷密度分布函数.这样可知圆盘总电

荷 Q为

Q = &
2∃

0
d%&

r
0

0
∋( r ) r dr= 2∃&

r
0

0

∋0r dr

1- (
r

r0
) 2

= ∃r 2
0∋0&

0 d( 1- #r 2)

1- #r 2
= 2∃r 2

0∋0 ( 21)

其中上式归一化 #r = r/ r0 .考虑到导体圆盘上的电位 V

处处相等,我们只求出坐标中心 O,即对称点,有

V= &
2∃

0
d%&

r 0

0

∋( r) rdr

4∃�0r 1- #r2
=

r0∋0

2�0
sin- 1( #r )

1

0

=
r0 ∋0

2�0

( 22)

最后给出导体圆盘的电容 C0

C0=
Q
V

= 8�0r0=
2 r0

9∃!10
- 9

( 23)

它就是一个精确值,这一结果可扩展到椭圆导体薄片.

计及椭圆方程:

(
x
a

)
2
+ (

y
b

)
2
= 1 ( 24)

采用极坐标表示 r0 S( %) = 1,则

S( %) =
cos

2%
a2 +

sin
2%

b2 ( 25)

根据平方根反比原则,一般性地写出

∋( r , %) =
∋0

1- r
2
S( %)

( 26)

同样,先写出椭圆盘的总电荷 Q 为

Q= 4&
∃
2

0
d%&

r0

0

∋0rdr

1- r2S( %)
= 4∋0&

∃
2

0

d%
S( %)

= 2∃ab∋0

( 27)

而中心点 O 的电位

V=
4

4∃�0&
∃
2

0
d%&

r0

0

∋0d r

1- r 2S ( %)
( 28)

进一步引入 r�= r S( %) ,于是可知

V=
∋0

2�0&
∃
2

0

d%
S( %)

=
∋0a

2�0&
∃
2

0

d%

1- k
2
sin

2%
=
∋0 a

2�0
K ( k)

( 29)

其中, k= b2- a2/ b( b> a) ,而 K( k)则是模数为 k 的

第一类完全椭圆函数.最后得到,椭圆导体圆盘电容 C

为

C=
4∃�0a

K ( k)
(

b
a

) ( 30)

由 Stratton文献[ 1] 可知, 这也是一个准确结果. 对于对

称图形一般可写出

C = 8�0
&

∃
2

0

d%
S( %)

&
∃
2

0

d%
S( %)

( 31)

导体圆盘电容问题的主要关键可归纳为:

( 1)盘边缘必须满足平方根反比规律

� � ( 2)必须找到准确的电荷展开中心 # # # 我们称之为
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表 4 � 计算结果对比

电心( electric centre)

对于几何对称图形,电心与几何中心合一,这个问

题似乎被∃隐藏%起来.但是对于任何形状的盘,则是要

解决的重要问题.

4�2 � 静电荷 Q分布广义惠更斯原理

静电荷 Q 分布广义惠更斯原理:在任意导体盘上

的面电荷分布有圆的倾向, 对于凸图形盘, 它的电心应

处于圆心最大展开内切圆的圆心. 特别对于三角形盘,

此即为内接切圆心.

表 3 � 三角关系

三角形基本几何关系

s =
1
2

( a+ b+ c )

#= s ( s - a ) ( s - b) ( s- c) � #为三角形面积

r =
#
s

� 令 x = s- b, y = s - c , z = s- a

r 1= x 2+ r2

r 2= y 2+ r2

r 3= z 2+ r 2

� � 作为例子,我们研究任意三角形如图 17 所示根据

文献[2~ 6]可导出以三角形内切圆作为电心的电容 C

解析公式

C= 8�0
a+ b+ c

ln(
r1+ r 2+ a

r 1+ r 2- a
) + ln(

r1+ r2+ c

r1+ r2- c
)+ ln(

r1+ r2+ b

r1+ r2- b
)

( 32)

实例表明,与精确结果误差在- 3%之内. 有趣的是,无

论什么三角形误差均几乎相同.

注意到某些凸图形相同半径的内接圆不唯一.这时

应取一个几何上较对称的内切圆心作为电心.例如,如

图平行四边形,它的内切圆不唯一.我们将取对称内切

圆心 O 作为电心.

C= 0�617075033!8�0a ( 33)

C0= 0�62935!8�0 a ( 34)

#C=
C- C0

C0
= - 1�950% ( 35)

在任意图形中,以最大展开内切圆心 O 作为电心,

使其可保证在未接触边界时有最充分的圆分布可能.这

正是电荷分布的本质或自由态,也是广义惠更斯原理的

精华.

5 � Green函数和广义惠更斯原理

� � 在电磁理论中, Green 函数可以认为是一类∃ 广义

位%,它是以 &函数为源所产生的∃ 位%.由于 Green 函数

的引入,可以得到一般源 g 所产生 u 的方式,根据函数

的性质,有

(g( r�) , &( r- r�))= g( r ) ( 36)

L(G( r / r�) , g( r ))= g( r)

L( u) = g( r )

( 37)

很易得到∃广义位%.

u( r) = (G( r / r�) , g( r�)) ( 38)

上式中内积表示广义的迭加,既可以离散迭代 ∋ ,

也可以连续积分&.

这里,我们得到最重要的概念是: 任何源 g 所产生

的波或广义位, 可以由 &函数 (它是子波源, 或子源

source�lets)所产生的 G ## # 它由子波 ( wavelets)或子位

( potentialets ) 迭 加而 成. 简言 之,

Green 函数就是子波或子位.

表 5 所列, 左和右分别是自由

空间的波动 Green函数和静位 Green

函数. 这说明, Green 函数确实实现

了动场和静场的统一. 进一步还可

知道,不论是波动或非波动,球面是

自由空间 Green函数的本性.

我们研究了 Green函数, 就能清

楚的知道广义惠更斯原理的引出是

必要的,圆或球面是自由态,是波或
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非波(亦可称为∃广义位%)的一个本质.

表 5 � 典型Green函数

 2G + k2G = - 4∃&  2G = - 4∃&

G ( r / r�) =
e- jk( r - r�)

| r- r�|
有波动性 G( r/ r�) =

1
| r- r� |

无波动性

6 � 结语
� � 伟大物理学家 I. Newton给人类所带来的不仅仅是

万有引力定律和 F= ma ,他从力学的观点出发, 揭示了

物质的一个最重要概念 # # # 惯性: 在没有外力的条件

下,物体保持静止或匀速运动. 它深刻说明了惯性表示

物体力学的自由态,也是物体的一个本性.

Huygens的一生以波动为主要研究方向. Huygens 原

理已隐含地表示在电磁状态, 球面或圆是它们的自由

态;广义Huygens原理从Maxwell电磁理论出发,把静场

和动场大统一作为理念,表示不论是波还是非波状态,

它们都有接近球和圆的自由态的倾向.在这个意义上,

电磁方面所表现的正是一种电磁惯性,如同 Newton 的

力学惯性一样.这一问题值得我们进一步深入探讨.
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